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Resumen

La electrodinamica clasica es una muy exitosa descripcion matematica de los fenémenos electro-
magnéticos dentro del marco teodrico de la relatividad especial. Sin embargo, al intentar describir
conjuntamente el electromagnetismo y gravedad, surgen diversas inconsistencias. En el presente
trabajo se explora la descripcion del electromagnetismo en términos de formas diferenciales, la
cual es inherentemente geométrica y encaja de manera natural dentro de la relatividad gene-
ral. Del nuevo formalismo se obtiene un nuevo conjunto de ecuaciones de Maxwell a partir del
principio de Hamilton y se muestra que se reducen a las ecuaciones tipicas en el limite clasico.

Abstract

Classical electrodynamics is a very successful mathematical description of electromagnetic phe-
nomena in the framework of special relativity. However, when trying to jointly describe electro-
magnetism and gravity, several inconsistencies arise. The present work explores the differential
form description of electromagnetic fields, which is inherently geometric and fits in a natural
way within general relativity. In the new formalism, a new set of Maxwell equations is obtained
from Hamilton’s principle and is shown to reduce to the typical equations in the classical limit.
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1. Introduccién

Antes del siglo XX, el entendimiento de la gravedad y el electromagnetismo estaba basado
en los mismos conceptos, ya que ambas eran teorias de campos clasicas en R3. Por un lado, el
electromagnetismo estaba gobernado por las ecuaciones de Maxwell,

V- E = p/eo, (1.1)
V-B=0, (1.2)
V x E = —9,B, (1.3)
Y x B = o (f+ aoﬁtﬁ) , (1.4)

las cuales describen la evolucién temporal de los campos eléctrico, E y magnético B , con E , B e R3.
Se define p como la densidad de carga eléctrica, J la densidad de corriente, ¢, la permitividad
eléctrica del vacio y u, la permeabilidad magnética del vacio. Estas ecuaciones no rigen como
interaccionan los campos con la materia, es decir la fuerza que ejercen sobre las particulas cargadas
(susceptibles a E y é), por tanto se también se postula la fuerza de Lorentz:

F=q(E+xB) (1.5)
Por otro lado, la gravedad Newtoniana venia descrita por otro campo vectorial § € R3 que verifica
§=-V® = V.j=—-V2d=47Gp,,, (1.6)

dénde G es la constante de gravitacion universal, p,, es la densidad de masa y ® es el potencial
gravitatorio. El caso de la interacciéon del campo gravitatorio con la materia es especial, ya que la
masa que provoca el campo (masa gravitatoria activa, mag) es conceptualmente la misma masa
que sufre el campo (masa gravitatoria pasiva, mpg) y la que aparece en la mecanica Newtoniana
(masa inercial, mj)!, hecho que se conoce como el principio de equivalencia Newtoniano. La fuerza
es simplemente ﬁg = mg = ma, por tanto § = a. Considerar ambos fenémenos simultaneamente
consiste en resolver el sistema de ecuaciones diferenciales acoplado constituido por (1.1)-(1.4) y (1.6)
dando lugar a los campos @, E y B. Estos dan lugar a fuerzas, que, junto con las leyes de Newton
nos permiten describir el movimiento del sistema.

No obstante, sabemos que la gravedad Newtoniana tiene un régimen de validez limitado, ya que
no predice fenémenos como la precesion del perihelio de la 6rbita de Mercurio o las lentes gravitato-
rias, los cuales son correctamente descritos por la teoria de la Relatividad General [4]. Ademés, esta
formulacion es inconsistente, (como se demuestra en rigor en la seccion §3.1). La idea subyacente es
que el electromagnetismo clésico es una teorfa dentro del régimen de la relatividad especial, la cual
es incompatible con la gravedad. Esto es debido a que surgen inconsistencias al acoplar gravedad
clasica en relatividad especial, comenzando porque la expresion (1.6) no es invariante bajo trans-
formaciones de Lorentz. Ademas, se puede demostrar que la existencia de redshift gravitacional, el
cual es observado experimentalmente, conlleva que una teoria de la gravedad consistente no puede
ser construida en relatividad especial [14] [4].

Con esto en mente, se utilizan las formas diferenciales para reformular el electromagnetismo
en el marco de la relatividad general como una teorfa clasica de campos. No solamente cambiamos
su contenido fisico, sino también en el formalismo matemético usado, el calculo exterior, el cual
generaliza los conceptos de integracion y derivacion a variedades diferenciales que describen el
espacio-tiempo juntando electromagnetismo y gravitaciéon con elegancia. Se concluye el trabajo
comprobando que la nueva formulacién se reduce a la clasica en espacio-tiempos planos.

a equivalencia mag = mpg = my ha sido corroborada con una precisiéon del orden de 10710 [17].



2. Conceptos preliminares

Esta primera seccién se dedica a introducir las herramientas mateméaticas que se necesitan para
desarrollar la fisica. Concretamente, se introduce el célculo exterior, la herramienta fundamental
usada en la reformulacion del electromagnetismo y el grupo de Lorentz. Aunque muchas demostra-
ciones se omiten, pueden ser encontradas en la bibliografia proporcionada.

2.1. Geometria Lorentziana y Calculo Exterior

En este apartado se sigue principalmente [19], [4], [3], junto a resultados de [7], [8], [6] ¥ [11].

Defincion 2.1. (Espacio de Hausdorff). Sea X, un espacio topologico y z,y € X con x # y. Se
dice que X es un espacio de Hausdorff si se puede separar por entornos, esto es, existen entornos U
dezyVdeytalque UNV = 2.

Defincion 2.2. (Carta, atlas). Sean M un espacio topologico y U C M, V' C R™ conjuntos
abiertos. El homeomorfismo ¢: U — V, ¢p(u) = (z1(u),...,z,(u)) es un sistema de coordenadas
sobre U y ¢~ una parametrizacion de U. El par (U, ¢) es una carta. Llamamos atlas a una familia
de cartas ® = {(Uq, Po)} tal que {U,} cubre M y los homeomorfismos ¢, o ¢El: daUa NUg) —
da(Ua NUB) (cambios de coordenadas) son de clase C°.

Defincion 2.3. (Estructura diferencial). Una estructura diferencial {2 sobre M es un atlas
maximal, es decir, si ® es un atlas arbitrario sobre M y (U, ¢o) € P, entonces (Us, ¢o) € 2.

Defincion 2.4. (Variedad diferencial). Sea M un espacio de Hausdorff 2AN (es decir, existe
base numerable) que admita una estructura diferencial 2 tal que todas las cartas en  lleven a R"™.
Entonces, M es una n-variedad diferencial.

Intuitivamente, una n-variedad diferencial es un es-
pacio topologico M para el cual todo z € M tiene un
entorno que parece R™, lo que nos permite aproximar lo-
calmente objetos no lineales como objetos lineales.

Definciéon 2.5. (Curva). Sea I € R un intervalo abier-
to. Una curva en una n-variedad M es una aplicaciéon c
diferenciable, esto es,

c: I - M
ts c(t) = (1 (1), 2%(t), ..., z"(t))

con z(t) € C®(I) para i =1,2,...,n.

Para motivar la definicién de vector tangente, consid-
eremos una curva c(t) sobre M y un punto c(t,) = z, €
M. En dos cartas de la estructura diferencial que con-

Figura 1: Dos cartas (U, o) v (Us, ¢g) teNSAN & To, U, o)y (V,v) , larepresentacion coordenada

ppodyt R"

de a un atlas de la variedad M y los de~1a curva vieneﬁlada por ¢ = poc= (?gl(t)’ e w’fn(t))
cambios de coordenadas entre ellas. ye=tgoc= (ac t),... 717”(75)) respectivamente. Como
poc=1op lopoc—E=1o¢p toc,y derivando:
dc 1 dc
E(to) =D (Yoo )}c(to) E(to) (2.1)



Alternativamente, escribiendo los sistemas de coordenadas de cada carta explicitamente, la relacion
anterior es la familiar transformacién covariante de los elementos de c:
dz*  0x" dx?
dt  OxJ dt

(2.2)

Defincion 2.6. (Vector tangente). Sea M una variedad diferencial y =, € M. Consideremos

el conjunto de las cartas de la estructura diferencial 2 de M que contienen a x,, {(Ua, Pa)},, =

{U,0): U, ¢) € Q2o €U}. SeaV = [, Uy lainterseccion de todos los U, de las cartas {(Ua, da)},, -
Un vector tangente a z, se define como una funcién v : V — R” cuyo cambio de coordenadas entre

dos cartas (Ua, @), (Us, 1)) viene dado por

0zl

oxt v

(2.3)

v=D (w ) (;5*1) ‘x V. o equivalentemente, =

Defincion 2.7. (Espacio tangente). El espacio tangente de M en x es el conjunto de todos los
vectores tangentes v en z y se denota como T, M.

Defincion 2.8. (Meétrica). Se llama métrica a una aplicacion g: Ty M x T, M — R de clase C*°
que verifica, para todo x,y,z € T, M:

(a) g(z,y) = g(y, x), esto es, la métrica es simétrica.
(b) glax + By, z) = ag(z,y) + By(y, z) Va, B € R, es decir, es bilinear.
(¢) No existe k € T, M no nulo tal que g(k,z) = 0, esto es, la métrica no esta degenerada.

La métrica nos provee de una manera de medir distancias y angulos en una variedad M.

Defincion 2.9. (Signatura de la métrica). Sea (g, ) la matriz asociada a la métrica g en
n una n-variedad. En todos los puntos dénde det(g,,) # 0, entonces existen n autovalores® (no
necesariamente distintos) A1, Ag, ... \,. Definimos la signatura de la métrica, sig(g) como el niimero
de autovalores positivos, nulos y negativos de la métrica:

sig(g) = (p,z,n), con p=#{N: N\ >0}, z=#{N: \i =0}, n=#{\i: \; <0} (2.4)

Defincion 2.10. (Paridad de la signatura). Sea g una métrica con signatura sig(g) = (p, z,n).
Se define la paridad de la signatura como s = (—1)". A modo de ejemplo, la signatura de la métrica
de Minkowski en una 4-variedad, 1., = diag(—1,1,1,1) (o diag(+1,—1,—1,—1)) es sig(n) = —1.

Defincién 2.11. (Variedad Lorentziana). Sea (M, g) un par n-variedad, métrica con sig(g) =
(1,0,m — 1) o sig(g) = (n — 1,0,1). Entonces (M, g) es una variedad Lorentziana.

Es habitual el abuso del lenguaje de llamar variedad Lorentziana a M en vez de al par (M, g).
Las 4-variedades Lorentzianas son de especial interés, ya que se puede demostrar que el espacio
tangente en cualquier punto 7, M es isométrico a un espacio(-tiempo) de Minkowski [11]. Este
hecho, junto a la idea del Principio de Equivalencia de Einstein de que la fisica en cualquier marco de
referencia inercial local debe ser la de Relatividad Especial [12] hace que las variedades Lorentzianas
sean el objeto matematico idéneo para modelar cualquier espacio-tiempo.

2En Relatividad General, la métrica guv debe ser invertible, por lo que las métricas siempre tendran signatura
bien definida. Hay diversas razones, pero una de ellas es que la accién de Einstein-Hilbert, de la cual emergen las
ecuaciones de campo de Einstein, se anula si det(g,.) = 0, como se vera en detalle en §3.5



Defincion 2.12. (Tensor). Sea V un espacio vectorial sobre R y sea V su espacio dual. Denotamos
por TP (V) como el espacio de funciones multilineales T': Vx " xVxVx-'xV >R Si
e, P eVy €l,...,8; € V,entonces é! @ - @ e ®---®é, € TH(V), donde @ es el
producto tensorial. Cualquier tensor puede ser univocamente descrito como

T = 1}?’11:'.....,,;5(%]‘1 R QPR €, Q@ é’iq_ (2.5)

Defincion 2.13. (Antisimetrizador). Sea A, (V) = {w : w € TY(V),w totalmente antisimétrico}
el espacio vectorial de todos los tensores de orden p sobre V tal que, al intercambiar cualquier par
de variables, cambia su signo. Definimos .A como un operador que verifique

(a) Yw € T(V), entonces Aw € Ap(V).

(b) Siw € Ag(V), entonces Aw = w.

(¢) Siw e T2(V), entonces A (Aw) = Aw.

Defincién 2.14. (Producto exterior). Sea w € Ag(V), v € Ay(V). Definimos w A v € App(V)
como el producto tensorial de w y v, totalmente antisimetrizado, salvo constantes:

k+1)!
WAV = ( k!l!) Alwev). (2.6)

Lema 2.15. (a) (i) () A (-): Ag(V) x Ay(V) = Ag1(V) es bilinear y asociativo.
(b) Siw e AR(V), ve A(V), entonces w Av = (—1)Mv Aw

Teorema 2.16. Sea {éi} base de f/, entonces {éil Ao NER: 1 <4 <-or<ip < n} es una base
de Ax(E) [19].

Defincién 2.17. (Forma diferencial). Sea z € M un punto en una n-variedad diferencial M.
Sea T, M el espacio tangente a M en z. Entonces, una forma diferencial de grado k sobre M
es w(z) € Ag(TpM). En una carta (U, ¢), con un sistema de coordenadas ¢: U — V, ¢(u) =

(z1(u), z2(u), ..., zp(u)) y una base {da;"}i:i1 ;. podemos expresar la forma diferencial como

1 . . . .
w = gwh,...,ikdx“ A Adz® = W\z‘l,...,z’k\dx“ A« Adat®, (2.7)

donde las barras verticales alrededor de los indices denotan suma solo para #; < io < ... < 1.

Defincion 2.18. (Derivada exterior). El mapa lineal d : A (T, M) — Agi1 (T M) que satisface:

(a) do es el diferencial (1-forma) de la 0-forma (funcién) o.

(b) Si « es una p-forma y 3 es una g-forma, entonces d (a A 8) = da A8+ (—1)” a Adf. La regla
de Leibniz para la derivacién del producto de dos formas es diferente a la habitual.

(c) d2=dd=0

Considérese o € Ap(Tp M) en una carta (U, ¢), con ¢ = (z',...,2"), entonces por el teorema 2.16,
en este sistema de coordenadas a = ai17i27.,,ikda:"1 A---Adz' y da € Apy1(TpM) viene dada por
- (9051‘17“

da = axmiik dz™ Adzt A - A da (2.8)

Lo més relevante es que la derivada exterior produce una (p+1)-forma cuando actia sobre una
p-forma. Ademas, su cuadrado siempre es d% = 0.



Teorema 2.19. (Teorema de Stokes-Cartan). Sea w una (k — 1)-forma suave en una n-variedad
orientada M y sea O M su frontera. Entonces,

/M aw= [ L (2.9)

Defincion 2.20. (Lema de Poincaré). Una forma diferencial a se dice cerrada si dao = 0 y se
dice que es exacta si a = do. Todas las formas exactas son cerradas, ya que por definiciéon ddg = 0.
El lema de Poincaré afirma que el reciproco también es cierto, es decir:

da=0 < a=dps. (2.10)

Defincion 2.21. (Tensor de Levi-Civita). El tensor de Levi-Civita es el tensor e;, .. ;, € T7(V) (o
gl ¢ T4(V)) totalmente antisimétrico bajo permutaciones de los indices. Se sigue la convencion

de [6], donde se define £¢19(4—1) = —012(d=1) — 1. Sy contraccion viene dada por
L - giletinkngtoka (g ) IplgRntteoka 211
5117~~~7'Ln»]n+17-~»]d8 - ( n)n In41se-Jd ( : )
donde la 6 de Kronecker generalizada se define como
Ent1,..ka _ krnt1 kq
5jn+1»~-~7jd =(d- n)!A(5jn+l . '5jd )- (2.12)

Defincion 2.22. (Operador estrella de Hodge). Sea w una n-forma diferencial orientada sobre
la n-variedad M equipada con una métrica g, cuya base {da:1 /ARERWAN dx”} solo tiene un elemen-
to. Sea {dz A---Ada'*:1<i; <---<ip <n} una base del espacio de k-formas Ag(TpM) y
tomemos «, 3 € Ag(T,M). Entonces, definimos el operador estrella de Hodge como el operador
lineal x: A (TpM) — Ap— (T M) tal que se satisface

aA*f = (o, Bw, con (a, B) = det(g(cu, B5)). (2.13)

En notacion de indices abstracta, si 3 = (ﬁbh._,’bk/k!)dxbl A -+ Adzb, se tiene

1 Vgl b :
“B = m o gt kc}cﬁbh---,bk 5c1,...,cnd$6k+1 A - Adzt, (2.14)

BELro CL

donde g = det(gu) v € es el tensor de Levi-Civita. Intuitivamente, el operador *, al actuar sobre
una k-forma sobre M, nos devuelve una (n — k)-forma diferencial perpendicular a la k-forma sobre
la que actia. El producto de una k-forma y una (n — k)-forma es una n-forma, que es justo la
dimensién de la variedad, por tanto hemos llenado las dimensiones, objeto que al integrar sobre M
resulta en un escalar. Todo esto puede ser visualizado en la figura 2

Defincién 2.23. (Forma elemento de volumen). Sea 1 una O-forma constante en toda una
n-variedad M con métrica g. Se define la forma elemento de volumen en una n-variedad dv, = *1.
En un sistema de coordenadas concreto, siguiendo la expresion (2.14),

dv, = ‘\/||? J5i1,..-7ind$il Ao Adath = — 91 Eir,ine 0 dzt A A da” = Vigld®z  (2.15)
n! N ——



Figura 2: Esquema de la actuacion del operador *, en una 1-forma w sobre una 3-variedad. La xw
es una 2-forma perpendicular a w. El producto w A *w es una 3-forma que cubre la 3-variedad.

Defincion 2.24. (Inversa operador x). Sea M una n-variedad diferencial y sean a, 8 € Ay (T, M)
k-formas sobre M. Se puede demostrar que el operador %, actuando dos veces sobre « deja invariante
« salvo posiblemente un signo |§|

*oka =5 (=1)FF) (s (—1)kn=F) *) *xa = q. (2.16)
Se define x~! como el operador x~': A,,_1(Tp M) — Ap(TpM) lineal
* = s ()RR o (2.17)

Defincion 2.25. (Producto interior). Sea M una n-variedad diferencial y sean a, 8 € Ag(T, M)
k-formas sobre M. Definimos el producto interior como:

(-0 Ap(TeM) X A(TpM) - R (2.18)
(. B) = (v, B) ::/ o A %B. (2.19)
M

Lema 2.26. El producto interior es conmutativo ya que a A x8 = 8 A *a, esto es,

(o B) = /M o Axf = /M B Axa = (B, ). (2.20)

Defincién 2.27. (Coderivada). La coderivada, df, se define como el operador adjunto de la
derivada respecto el producto interior, es decir, verifica (da, 8) = (o, d')). Se puede encontrar una
expresion explicita partiendo del teorema de Stokes-Cartan en variedades M cerradas (OM = @),
considerando dos k-formas diferenciales «;, (3:

= *B) = a A * an(=1)Fd * .

O—/Md(a/\ 3) /Md AxB+ah (—1)idx B (2.21)

= [ danss—ans(« (-4 de) 5 = (da,5) - (a.d'5). (2.22)
M

donde se ha tomado df := x~1(—1)¥*1dx. Sustituyendo la expresion (2.17) para !, se llega a

df =« (=1 dw = 5 (= 1) R o (1) e = —s (—1)PEFR) g i (2.23)



Ejemplo 2.28. A modo de ejemplo, consideremos la coderivaciéon de una 2-forma sobre una 4-
variedad Lorentziana (s = —1) arbitraria. Entonces, k = 2 y n = 4 y por tanto df = xdx.

Teorema 2.29. Si B = b,dz® es una 1-forma diferencial en una 4-variedad Lorentziana, entonces:

d'B=—xd*B=V,. (2.24)

La demostracién es relativamente extensa y puede ser encontrada en el apéndice A.

2.2. Grupo de Lorentz

En este anexo se va a exponer el grupo de Lorentz, el cual es de amplia utilidad para hablar
sobre Relatividad Especial y es indispensable en las secciones §3.1 y §3.3. Se sigue [18] y [1].

Defincion 2.30. (Transformacion de Lorentz homogénea).: Las transformaciones de Lorentz
se definen como las transformaciones lineales sobre un espacio-tiempo de Minkowski, descrito por
una variedad Lorentziana M, = (R%,n) cuya métrica es (n,,) = diag(—1,1,1,1),

A:R* - R? (2.25)

¥ 2 = A ¥ (2.26)

que preservan la norma de los 4-vectores, esto es x¥x, = x’“mL = 't = AV axo‘nWA”ﬁxﬁ .
Entonces, renombrando en el lado izquierdo y expresando el producto escalar con la métrica, expre-

samos la condicién alternativa para que A sea transformacion de Lorentz homogénea.

a;anagxﬁ = ar:O‘A“Oén,“,A”Bgzcﬁ = Map = M\’ (2.27)

La condicion (2.27) puede escribirse de forma matricial,
Nop = Monu A’y = (AT d'nuw A’y = 7 = ATHA. (2.28)
Tomando determinantes en ambos lados de la ultima igualdad de (2.28),
det () = det(ATAA) = det(AT)det()det(A) = det(A) = +£1. (2.29)

Defincion 2.31. Las transformaciones de Lorentz con det(A) = +1 se llaman propias y se denotan
por Ly, mientras que las que tienen det(A) = —1 se llaman impropias y se denotan por L_.

Nos restringimos al caso de las propias, por tanto exigimos
det(A) = =A% AT A% AP €0 = 1 = A% AP A\ A A7 = P70, (2.30)
dénde €2 es el tensor de Levi-Civita segtn la definicion 2.21.

Defincion 2.32. (Punto fijo de un grupo): Sea g € G, con G un grupo. Si z es un objeto tal
que g o x = x, entonces x se llama un punto fijo del grupo. Denotamos el conjunto de puntos fijos
de G como F(G).

Corolario 2.33. L, puede ser definido como el grupo cuyo conjunto de puntos fijos F(G) es
generado por combinaciones (productos) de elementos de {0,7,,, " 77 }.

7



Podemos seguir clasificando transformaciones, poniendo o = = 0 en (2.27), se llega a

3
1= AgnuAy = (A%)? =) (AF) =1 = (A%)?>>1. (2.31)

m=1

Defincién 2.34. Las transformaciones de Lorentz (propias o no) con A% > 1 se denominan
1socronas y se denotan con L; Aquellas con AOO < —1 se denominan anticronas y se denotan

con Li. Esto separa el grupo de Lorentz, L, en cuatro subgrupos dependiendo del signo de detA y
del de AOO.

Ademas, hay ciertas transformaciones que llevan elementos de un subgrupo a otro, siendo estas:
(a) Transformacion de paridad, II : (¢, %) — (¢, —Z).
(b) Inversion temporal, T : (¢, %) — (—t, 7).
Esto nos permite dejar de hablar del grupo de Lorentz completo para hablar tnicamente del
grupo propio ortécrono, Ll, o grupo de Lorentz restringido, v describir el resto de subgrupos en

base a Ll y las transformaciones anteriores. El grupo reducido de Lorentz es de especial interés
para el presente trabajo puesto que son las A¥, que no invierten el transcurso del tiempo ni aplican
una inversion espacial (paridad).

detA  sgnAY% Elemento discreto Subgrupo Nombre
+1 +1 I:(t,%) (t,7) Ll propio isdcrono
-1 +1 IT: (t,%) — (t, —7) Ll impropio is6crono
+1 -1 T: (t, @) — (—t,2) Lt propio anticrono
-1 -1 TIL: (t, %) — (—t, —7T) Lt impropio anticrono

Tabla 1: Subgrupo de L que se genera al aplicar un elemento discreto sobre los elementos de Ll.

Defincion 2.35. (Boost de Lorentz): Un AY, € Ll es un boost en la direccion n € R3 si deja
invariante cualquier 3-vector ortogonal a n. Por ejemplo, en una base cartesiana {z, 7, 2}, el boost
de Lorentz en la direccién & es

A% A% A%y Al v =B 0 0
Alg Ay Aly A3 - v 00

|2 — ==

Al/ A2O A21 A22 A23 0 0 1 0}’ (2'32)
Ag A3 A3y A3, 0 0 01

con B=v/cy~y=(1—p?)"12 factores que determinan la magnitud del boost.

Proposicion 2.36. Cada A € Ll puede ser expresada como una combinacién de un boost de
Lorentz, B y una rotacion R € SO(3),

A = RB. (2.33)



3. Gravitacion y Electromagnetismo

En este capitulo se derivan las ecuaciones de Einstein-Maxwell partiendo de la accién de
Einstein-Hilbert y la densidad Lagrangiana de la interaccién electromagnética usando el princi-
pio de Hamilton, utilizando herramientas del cilculo exterior. Una vez obtenidas, comprobamos que
se reducen a las ecuaciones de Maxwell de la electrodinamica clasica para espacio-tiempos planos.

3.1. Motivacion

Como se expone en §1, las ecuaciones de Maxwell suelen presentarse en la forma de las cuatro
ecuaciones en derivadas parciales acopladas (1.1)-(1.4). Estas son invariantes bajo transformaciones
de Lorentz3, por lo que cabe esperar que sean validas en espacio-tiempos (M, guv) cuya métrica
9w también sea invariante bajo transformaciones de Lorentz. No obstante, como se demuestra en
el apéndice B, que una métrica g, sea invariante bajo transformaciones Lorentz implica que es de
Minkowski, esto es g,,, = 1. Es por ello que el régimen de validez de las ecuaciones de Maxwell se
reduce a espacio-tiempos planos. No obstante, esta afirmacién lleva a una contradiccion.

Descartemos todas aquellas soluciones donde se requiere de un objeto con masa, como podria ser
el campo descrito por una carga puntual la cual inherentemente curvaria el espacio-tiempo. Supong-

amos entonces una onda electromagnética, descrita por E = Eoei(k'F_Wt) en un espacio-tiempo de
Minkowski. Para ondas electromagnéticas, podemos definir la densidad de energia electromagnética
como [9]

upy = €02 = e, E? cos?(k - 7 — wt) ~ eE2. (3.1)

Esta energfa electromagnética contribuye al tensor energia-momento, 7},,,, concretamente, si la onda
electromagnética se propaga en la direccion &, con E || gy B || 2, se tiene [4]:

110 0
E2cos?(k-7F—wt) |1 1 0 0
pv _ o

T 47 00 0O (3:2)

0000

Si invocamos las ecuaciones de campo de Einstein, para A = 0
1

R, — iRg“V = KT, (3.3)

viendo que el tensor energia-momento es no nulo, cabe esperar que R,, # 0 y por ende haya
curvatura en el espacio-tiempo donde exista la onda electromagnética. De hecho, la solucién de la
ecuacion de Einstein en este caso es exacta y predice un ciclo de expansion-contraccion del espacio-
tiempo [4].

En resumen, las ecuaciones de Maxwell en notaciéon vectorial clasica solo tienen validez en
espacio-tiempos de Minkowski y cualquier solucién, excepto E=B-= 0, implica que hay curvatu-
ra, ya que la presencia de energia curva el espacio-tiempo, lo que lleva a una contradiccion. La
motivacion detras de este trabajo encontrar una formulacién de la electrodinamica que funcione

3Las ecuaciones de Maxwell son invariantes bajo transformaciones de Lorentz si suponemos que los campos se
trasforman de cierta manera. Una afirmaciéon mas correcta seria las ecuaciones de Lorentz tienen el potencial de ser
invariantes de Lorentz [13] lo cual no se puede decir para, por ejemplo, transformaciones de Galileo.



en cualquier espacio-tiempo y que se reduzca a la formulacion clésica tanto en espacios-tiempo de
Minkowski como en sistemas de referencia inerciales locales (por el principio de equivalencia). Es-
to se puede conseguir de diferentes maneras, pero debido a su elegancia y su directa relaciéon con
la geometria, los conceptos de integracion y derivacion, las formas diferenciales son el formalismo
idéneo.

3.2. Accioén de Einstein-Hilbert. Lagrangianos geométrico y no geométrico

En esta seccion se sigue principalmente [10]. Las ecuaciones de campo de Einstein se pueden
derivar (y se derivan en §3.5) de la accién de Einstein-Hilbert?, denotada por Sgy y dada por

Suilgu] = % / R/ =gdiz, (3.4)

donde k = 87Gec ™ty g == det(gu) v R es el escalar de Ricci, fruto de buscar representar los efectos
de geometria del espacio-tiempo con un integrando escalar que no contenga derivadas de més de
segundo orden. La cantidad \/—gd*z esté presente en el integrando ya que integrar en n-variedades,
\/Hd”x es el diferencial de volumen invariante bajo transformaciones de coordenadas, esto es, la
forma elemento de volumen (definicion 2.23). Para 4-variedades Lorentzianas (M, g), se tiene g < 0
y por tanto identificamos la cantidad dvy = \/—gd*z = \/—gdz® A dz! A da? A da3.

Ademas, en la expresion (3.4) se integra sobre todo el espacio, por tanto el integrando se trata
de una densidad Lagrangiana que describe la gravedad via la geometria. Si juntamos este hecho con
la observacion anterior, podemos postular una 4-forma Lagrangiana® que al ser integrada sobre M
resulta en Sggy,

1
Egeom(gw) = ﬂRdV[L > SEH = /M »Cgeomdv4‘ (35)

A Lgeom se le pueden sumar otros términos L, que describan otro tipo de interacciones de
origen no geométrico. En este trabajo nos centramos en el electromagnetismo clésico.

3.3. Densidad Lagrangiana electromagnética

En este apartado se sigue la linea de [1]. Consideremos una teoria clasica de campos en 4
dimensiones. Se supone que el tnico campo existente es el electromagnético, A,, dado por el 4-
potencial A* = (¢, /T), donde ¢ es el potencial eléctrico y A el magnético. Por tanto, el funcional
accion en términos de la una densidad Lagrangiana es

S[A) = /R g Lpm(Ay) dPxdt = s Lryv(A,)dhe. (3.6)

De acuerdo con las observaciones experimentales, vamos a imponer

“Hilbert fue el primero en postular esta accién, cinco dias antes de que Einstein formulara las ecuaciones de campo
de manera independiente [4].

Al hablar de Lgeom como una 4-forma, el diferencial de volumen viene incluido, por lo que al menos dimension-
almente ya no es una densidad. Es por ello que se emplea el nombre 4-forma Lagrangiana.
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(a) La densidad Lagrangiana Lgjs debe proporcionar la formulacion clasica del electromag-
netismo, expuesta en §1 en el caso de que nuestro espacio-tiempo sea Minkowski. Por tanto,
Ly debe ser un escalar de Lorentz si la métrica es 7, = diag(—1,1,1,1). Como se explica
en el apéndice B, esto implica que la dependencia en A, de la densidad tiene que ser o bien de
un producto escalar con otro vector, ya sea 0"*A,, A*A,,, B* A, etc. o bien de la contraccién
del tensor completamente antisimétrico €,,,, con un tensor de orden 2 constituido por A,.
La dependencia de términos como pueden ser J,4,, queda descartada por esta imposicion.®

(b) La accién permanezca invariante bajo transformaciones gauge A, — A, + 0, f(z*). El objeto
més sencillo que verifica esto es el tensor de Faraday, F*¥ = 9FAY — 0¥ A, ya que

FI = rAY — 9 A
= 0" (AV +0"f) — O (A" + 9" )
= QA L O - VAP - 9O f
= QP AY — 9V A = I, (

W —~ —~
© oo
= = T —

Noétese que F),, es totalmente antisimétrico, ya que
Fu =0,A, - 0,A, =—(0,A,+0,A,) = —F,. (3.11)

Construir un elemento a partir de F*” que respete la condicion (a) es sencillo,

Fl FM = (91 AY — 9" AM) (9,4, — 8,A,,) (3.12)
= 01O, AV A, — 0" A,0,AY — 0" A0, AF + 0”0, A A, (3.13)
= DM, AV A, + 00, AP A, (3.14)

Vemos que todos los términos que no se cancelan son productos escalares, que de estar en un
tiempo plano resultarfan en invarianza de Lorentz. El término €,,,,F77 F*¥ también es un
escalar Lorentz invariante bajo transformaciones Gauge, pero se puede demostrar que viola
inversion de paridad [1], II : (¢,z,y,2) — (t,—x,—y, —2) y no hay ningin experimento en
electromagnetismo clésico que exhiba este comportamiento, como si demostrd, por ejemplo,
el experimento de Wu para interacciones débiles.

(c¢) Que la acciéon permanezca invariante implica que la densidad Lagrangiana puede diferir, a lo
sumo, en una 4-divergencia de una funcion, 0, F'(z*), que al integrar en un volumen 7 resulta
en un término sobre la superficie 97 donde la variacion del potencial § A* sera nula al aplicar el
principio de Hamilton por construcciéon. Esto implica que la densidad Lagrangiana puede tener
términos de la forma 0, F(x#*) al aplicar transformaciones gauge, aunque no sean invariantes
gauge. Cabe esperar que un término de interacciéon entre los campos y las fuentes sea del
tipo J#A,,, donde J*(z*) = (p, ) es el 4-vector densidad de corriente. Bajo transformaciones
gauge, un término de esta indole resulta en una diferencia en la densidad Lagrangiana

B (A" 0" A) = Ligy (AM, 01 AF) + JH (")) f (27). (3.15)

Este término resultara en un término de frontera si suponemos 9, J* = 0, es decir, el vector
J,, cumple la ecuacion de continuidad, lo cual encaja en la intuicion fisica si lo interpretamos
como el vector de las fuentes. En tal caso,

Ou(J"(@") f(2")) = 0" (2") f(2") + J"(2") O f () = J¥ (2"))u f (2”) (3.16)

SExigir que £ sea escalar de Lorentz no contradice lo expuesto en §3.1 ya que de ser la métrica Juv # Nuw, los
productos escalares de los que depende £ dejaran de ser escalares Lorentz por construccién. Esto implica que las
ecuaciones de movimiento dependeran de la métrica usada, lo que acopla electromagnetismo y relatividad general.
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Con todo esto en mente, cabe esperar que exista un término libre, que describe la naturaleza
homogénea de la teoria F),, F* y otro que describa la interacciéon campo-materia de la forma J*A,,,
resultando en

L(A,,0,4,) = C1F,, F"™ + Cy @A, (3.17)

con C1, Cy € R constantes. Estas constantes son fijadas al obtener las ecuaciones del movimiento,
comparando con observables experimentales. No obstante, para no arrastrarlas, vamos a tomar los
valores C1 = —1/4 y Co = —1 en unidades naturales (¢ = 1), eleccion que resulta en las ecuaciones
de Maxwell en las mismas unidades, las cuales encajan con la experiencia experimental. Por tanto,

1
Lon(Au 0uAy) = = Fu B — TP A, (3.18)

Cabe notar que las imposiciones establecidas no impiden la apariciéon de términos del tipo
(EFr)m con m € N, m > 1. No obstante, veremos que el lagrangiano propuesto caracteriza
satisfactoriamente la teoria.

3.3.1. 4-forma Lagrangiana electromagnética

En esta seccién se procede a reescribir la densidad Lagrangiana electromagnética en térmi-
nos de formas diferenciales. Discusiones similares pueden ser encontradas en [15]|. Para ello, con-
sideremos un potencial electromagnético, representado por una l-forma A = A,dz" en vez del
4-vector A, = (¢,ff). Definimos la 2-forma Faraday como F' := dA analogamente al tensor
F., = 0,A, — 0,A,. Partimos de la densidad Lagrangiana L) en notacién tensorial, expre-
sién (3.18) y, usando el operador *, lo escribimos en términos de formas diferenciales. Comenzando
por F,, F*” un candidato intuitivo para reescribir término es F' A xF', por tanto inspeccionamos
esta cantidad. Comencemos escribiendo el tensor de Faraday en una base {dxo,dxl,dw2,dx3} de

las formas diferenciales en el espacio tangente T, M de una variedad Lorentziana (M, g),

1
F = EFOlooqdﬂva0 A dz®, (3.19)

donde el factor 1/2! tiene en cuenta las diferentes permutaciones de los indices. El dual xF es

1 v—g
F= 21 91 grPgns Fy081 €yomnaysda™® Ada™. (3.20)
ol 2 T
071
Ahora bien,
FAXF = 7'ggFa0alF%%efmmwwdmao Adz® Adx™? A da?e. (3.21)

Usando las definiciones (2.23) y (2.21), podemos expresar esto en términos del elemento de volumen,
dz® A daf A dz? Adaz® = —e*P19d29 A dat A da? A da® = —eB70d%2, se tiene

FasF=-Y"9p  pon

2002 iy, 3.22
3 x (3.22)

€v0v17273€
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En lo sucesivo, se usa la contraccion de los simbolos de Levi-Civita generalizados, es decir, la ecuacién

(2.11) para d =4 y n = 2, es decir €yy,4py, €012 = (5%)52‘11 53‘1053‘01), de manera que

FAKE = ‘/;gFaoalle (050601 — 690651 ) d*x =

]

(Fagay F — Fopo, F*1*0) d*z. (3.23)

Y0 UM
Usando que F1¢0 = — [0 y renombrando los indices {ag — p, ap — v}, la expresion final es
FASF = SF, P/ —gd% = L F,, F™d 4
AxF = 5w —gdr = S Fu vy (3.24)

Este resultado es similar al esperado salvo por

(a) En la expresion de F' A xF en términos de d*z aparece un factor y/—g que no esta presente
en la expresion (3.18). En la literatura, este término suele anadirse artificialmente a cualquier
densidad lagrangiana para acoplarla a la teoria de la Relatividad General usando el formalismo
de densidades tensoriales. Esencialmente, la adicién de este término hace que la integracion
sobre el espacio sea covariante. Debido al formalismo matemético usado, este término emerge
de manera natural.

(b) Cuando el término y/—g se absorbe en la 4-forma dv4, vemos que F' A xF no es méas que la
4-forma que nos permite integrar la cantidad F,, F'*” en toda una variedad Lorentziana M
de manera que el resultado es independiente del sistema de coordenadas elegido.

(¢) Hay un factor 1/2, fruto de como se define la 2-forma F'.

Concretamente, de los apartados (a) y (b) inducimos que el uso de formas diferenciales para
modelar densidades Lagrangianas sobre espacio-tiempos (variedades) con curvatura no nula es una
manera natural de relacionarlas a la geometria, causante de la gravedad. Respecto al término AAx.J,
surgen pocas sorpresas, ya que para A = A, dx* y J = Jﬁodxﬁo se tiene

*J = V Aoﬁo J/J’o

6)\0,\1)\2)\3(1.% A\ d:B/\Q AN dx)‘3. (3.25)

De manera anéloga a como se procede para F' A xF', se tiene

ANKT = —Vg_'gAao TN x A dz® A dz™M A dz?? A de?s
= —7Aa0J 0 (6)\0)\1)\2)\3 ao)q)@)“g) d4:(}

_ _LAQOJ*O ((—1)13!5;*3) d4z

= A, J" dvy, (3.26)
dénde vuelve a aparecer el término /—gd*z = dv4 que nos permite integrar en todo el espacio.

Juntando las expresiones (3.24) y (3.26) podemos reescribir el lagrangiano electromagnético puro
(3.18) como una 4-forma lagrangiana que incluye la interacciéon geometria-electromagnetismo,

1
Lenm-c[A,dA, g,ﬂ,] = _iF AN*EF — AN (3.27)

Remarcablemente, Lgy/—q, depende de la métrica g, via el operador x de Hodge.
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3.4. Deduccion de las Ecuaciones de Maxwell

Esta seccion ha sido desarrollada siguiendo ideas de [15] y [4]. Para aplicar el principio de
Hamilton, consideremos una variacion infinitesimal de la 1-forma Faraday A’ = A + JA sobre
un espacio-tiempo arbitrario descrito por la variedad Lorentziana (M, g), donde se exige que
0A = 0 sobre todo OM, como se representa en la figura 3. La forma Faraday perturbada es

F' = d(A+0A) = dA + ddA = F + §F. Denotamos la accion del Lagrangiano sin perturbar
como Sy S+ 6S la accidon del Lagrangiano perturbado, de modo que

S :/ ,CEMfg(A), S+46S = / EEMfg(A-i- (5A). (3.28)
M M
Introducimos en la expresion (3.28) el lagrangiano de la ecuacion (3.27):
S+5S:/ L A A AT
M 2
1
= / —3 [(F+doA) Ax (F+doA)] — (A+ddA) AxJ
M
:/ —% [FA%F + F A+dSA +dSA A «F +dSA A x5 A] — (A+ 5A) Ax]
M

1
:/ —F/\*F—A/\*J—i—/
M 2 M

S

1

FA*dSA+dSAAKE + O(6A%) | — SA AR
N——
dSANXF

Ahora, seguimos desarrollando para §.S usando el concepto de coderivacion, segin la definiciéon 2.27:

T A 68 = / —d0ANKF — AN *J + O(64%) (3.29)
M

= / —ANKATF —SAA*J + O(5A%)  (3.30)
M

:/ SANd*F —§AN*J + O(5A?) (3.31)
M

= * — % 2: .
1T 6A _/MaAA(dF J)+0(64%) =0  (3.32)

Figura 3: Esquema del principio de
Hamilton. Z es una 2-subvariedad del
espacio-tiempo M, Ay A+6Asonlal- +dlF =x2d«F=s(-1)*""MaxF=—d+F (3.33)
forma Faraday sin perturbar y perturba-

da, respectivamente. Notese que §A = 0 Imponiendo 65 = 0 VA, se llega a la ecuacion de Maxwell
sobre M D 0Z por construcciéon al inhomogénea:

li 1 principio de Hamilton.
aplicar el principio de Hamilton (3.34)

Esta ecuacién nos dice que el nimero de tubos duales de Faraday que acaban en un elemento
de volumen es la cantidad de carga eléctrica en el volumen [4]. Otra forma elegante de la ecuacion
(3.34) puede ser obtenida directamente de la expresion (3.30) para 0.5,

Dénde se ha usado que, para la 2-forma Faraday F' (k = 2)
sobre 4-variedades Lorentzianas (n =4, s = —1)

dTF=—J (3.35)
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La otra ecuacién de Maxwell viene dictaminada por la derivada exterior y la elecciéon de un potencial.
Como F = dA, entonces d?A = 0, lo que da lugar a la ecuaciéon de Maxwell homogénea,

[dF =0 (3.36)

En las precisas palabras de [4], esta nos dice que ningin tubo de Faraday tiene fin. Esta inter-
pretacion geométrica de la ecuacion (3.36) puede apreciarse en la Figura 4 para el caso de una carga
puntual. Notese que la ecuacion homogénea (3.36) unicamente emplea la derivada exterior, d, la cual
es independiente de la métrica. Ademas, dF = d?A = 0,0, A,dz¢ A da? A dz® = 0, que, en notacion
de indices, resulta en 0 = 9,0y Aqe®® = 9.0y Aq — 004 Ay + Op0cAy — OpOsAq + 0a0.Ap + 0uOp A,
que, usando el tensor de Faraday resulta en la identidad de Bianchi,

OuFpe + OpFrpy + 0. Fyp = 0. (337)

Por todo esto se dice que la ecuacion homogénea no tiene contenido fisico, ya que es consecuencia
de haber formulado la teoria en términos de un 4-potencial. Por otro lado, la ecuacién inhomogénea
(3.34) depende de la métrica via el operador x, por tanto ya sabemos como la métrica afecta
al electromagnetismo. No obstante, queda por determinar como el electromagnetismo afecta a la
meétrica. Por el momento, consideremos a modo de ejemplo para visualizar las ecuaciones xdxF' = xJ
y dF = 0, vamos a considerar una carga puntual ¢ en el origen y despreciamos la gravedad. La
métrica plana en coordenadas esféricas {t,r,0, ¢} es 0., = diag(—1,+1,7%,r%sin? ). Tenemos que
A = gr~1dt, por tanto la forma Faraday F = dA y su dual, los cuales quedan esquematizados en la
figura 4, son [4]

1
F = 9 <7“> dr Adt = r%dt ANdr = xF = ¢sin(0)df A d¢. (3.38)

Figura 4: Formas F' y xF' para una carga puntual en el origen, despreciando la gravedad. En el
esquema de F' se ha suprimido la coordenada @, mientras que en la de xF' se ha suprimido el tiempo.
Los tubos de Faraday no tienen fin, mientras que los tubos duales acaban donde se ubica la carga.
Las flechas indican el orden con el que se multiplican las formas base.

3.5. Ecuaciones de Einstein-Maxwell. Interacciéon electrogravitatoria.

En esta seccion se sigue principalmente [10], junto a desarrollos de [2]| y [4]. Consideremos una
4-forma Lagrangiana electrogravitatoria,

1 1
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En vista de los resultados (3.24) y (3.26), podemos reescribir

1

1
= - - 7F VFMV - v . 4
ﬁEG <2I€R 4 m AuJ )dV4 (3 0)

Al integrar la 4-forma Lagrangiana sobre una 4-variedad Lorentziana M, surge la accién

1 1
SealA, g"] = / 2—RdV4 - iF AN*F — AN *J. (3.41)
M 4R

Como ni la curvatura escalar R ni la 4-forma dv4 dependen explicitamente del potencial electro-
magnético A, el primer término se anula al aplicar el principio de Hamilton respecto a A

6Spa 1 6(Rdvy) 6 [1
5A _/M% 5A 5A 2FA*FJFA/\*J (3.42)
§ (1
— — | =FAxF+ A . 4
/M5A<2 A*F + /\*J) (3.43)

Ahora bien, esto es exactamente el mismo célculo realizado en §3.4, por tanto se llegan a las mismas
ecuaciones de Maxwell al imponer el principio de Hamilton,”

0SEG
0A

El razonamiento mediante el cual se llega a ecuacion de Maxwell homogénea, dF' = 0, en §3.4
también sigue siendo valido, por lo que concluimos que Lgg también resulta en las ecuaciones de
Maxwell. Ahora bien, la variacion de la accion respecto a la variaciéon de la métrica deberia resultar
en las ecuaciones de campo con un tensor energia-momento electromagnético. Consideremos

=0 = *xd*xF =x*J. (3.44)

0SEC 1) 1 1
Sghv — gm /M (%R 4 wl )dv4 (3.45)
19 1 1 odvy
_ 1np_ , 4
//vt 5g <2HR+EEM> dvg + <2/<;R £EM> Sg (3.46)

Se varfa respecto a g y no respecto a g,,, porque estan relacionadas. Concretamente, la métrica
por su inversa es la identidad, g,,¢9"? = d/,. Esto implica g,,¢"* = 0}, = dim(M) = 4. Como la
dimensién no puede variar al variar la métrica, 0 = ddim(M) = 06" g, + g"0g,, por lo que
9 o9t = —g"dg,, . Dicho esto, vamos a ir calculando las diferentes variaciones término a término.
Comencemos calculando ddvy/dgM” usando la expresion de dvy,

(5dV4 (5\/ _g 4
= d*z.
69#” 59#”

(3.47)

La variacion del determinante de la métrica queda explicitamente calculada en el apéndice §D.3 y
su expresion es

Ve

ddet(g) = —det(9)gudg"” = 0v/—g= _Tg;wfsg“”, (3.48)
lo que nos permite llegar a la variacién de la 4-forma dvy,
6dvy V=g 1
Sg = —Tgm,délx = —ng,dw;. (3.49)

"Los cocientes como 0SEG/dA o 6dva/dg"” no son derivadas, sino cocientes entre variaciones infinitesimales.
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Ahora, para llegar a la variacion de la curvatura escalar R respecto a la variacion de la métrica
inversa se requiere de un largo y tedioso célculo tensorial que el lector o lectora puede encontrar en
el apéndice §D.2, donde se obtiene la expresion

SR = R,y6q°" +V° (VggA”(SgM + V)‘(SgU)\) . (3.50)

Notese que en este término se emplean las variaciones 6g"” y 6g,.,, a pesar de que sabemos que
estan relacionadas. Esto facilita ver que el término dentro de la derivada covariante V7 puede ser
interpretado como los coeficientes B, de una 1-forma B = B,dz’, de manera que

SR = Ry0g°" + V7B, => / SRdvy = / Ryy0g7 dvy + / V7B, dvs. (3.51)
M M M

Ademas, en virtud del teorema 2.29, si B = B,dz” es una l-forma, VB, = (d'B) = —xd« B
seran los coeficientes de la coderivada de B (la cual es una 0-forma). Usando este hecho, podemos
usar el teorema de Stokes-Cartan en el segundo sumando del lado derecho de (3.51),

/V"Bgdm:/ dTB/\dV4:/ dTBA*lz/ 1 Axd'B, (3.52)
M M M M

donde en el altimo paso se ha usado la conmutatividad del producto interior, Lema (2.26). Ahora
bien, 1 A w = w para cualquier forma w y, para la 1-forma B en 4-variedades Lorentzianas se tiene
d'B = — xdx B y, ademas, »x = £1, por las definiciones (2.27) y (2.24), por tanto

/ V"Bodm:/ *d*Bzi/ d*B:i/ B, (3.53)
M M M oM

donde en el ultimo paso se ha usado el teorema de Stokes-Cartan (teorema 2.19) para llegar a la
conclusion de que este término es un término de frontera. Si suponemos que la variedad es cerrada,
lo que implica OM = @, el término se anula®, podemos descartarlo y queda

0R
0R = R,,0¢9"" = s~ T (3.54)
Sustituyendo las expresiones de las variaciones (3.49) y (3.54) en (3.46), llegamos a
0Spc 1 SLEM 1 1
(Sgl“’ = /M <%Ruy + g/"’l/ dV4 — ig“y ﬂR + EEM dV4. (355)
Si definimos el tensor energfa-momento 7}, como
0LEM
Tl“’ = —2597 + 9;w£EM, (356)
sustituimos (3.56) en (3.55) y reorganizamos, obtenemos
1 R 1
(SSEG = /M <2/{R#V — ﬂg’uy — 2T/Jl/> dV4dgMV. (357)

8Esto no es el caso si IM # @, ya que B depende tanto de §g"” (el cual se anula sobre M al aplicar el principio
de Hamilton) como de 60xg"” = Or0g,v, €l cual no necesariamente se anula. Para subsanar esto, se puede anadir un
término a Sgp conocido como el término de frontera de Gibbons-Hawking-York, el cual merece una discusiéon mas
alla de un pie de pagina.
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Ahora, al aplicar el principio de Hamilton, exigimos que dSgg = 0 para todo dg*”, lo cual lleva a
las ecuaciones de campo de Einstein:

1
R, — iRgW = kT (3.58)

Para calcular el tensor energia-momento electromagnético, se necesita 0Lgy/dg"”, el cual se
calcula con detalle en el apéndice §D.4 y viene dado por
0LEM 1

dghv Y #agaﬁFVB — Apdy. (3.59)

Sustituyendo en la expresion (3.56),
af 1 B | 94 A8
T = Fuag™ Fus = 79 FasF™ + 24,0, = g Aa”. (3.60)

Esto proporciona la interaccién gravitacién-electromagnetismo en relatividad general, con lo que se
cumple la premisa del trabajo.

3.6. Limite clasico

Vamos a proceder a comprobar que la formulacién a la que se ha llegado se reduce a las
Ecuaciones de Maxwell en su forma clasica cuando nos encontramos en un espacio-tiempo plano.
Se sigue la linea de [3|. Consideremos un espacio-tiempo de Minkowski descrito por la variedad
Lorentziana M = (R%,n) con 7, = diag(—1,1,1,1). Sea A = —¢dt + A,dz + A,dy + A.dz la
1-forma del potencial electromagnético. La 2-forma Faraday viene dada por F' = dA, por tanto

F=dA=d(—¢dt + Adz + Aydy + A.dz) (3.61)
= —dp Adt +dA; Adr +dAy Ady +dA, Adz (3.62)

Usando la propiedad (b) del lema 2.15, computando las 1-formas d¢, dA;, dA,, dA, y simplificando:

F = (ag;d) + atAz) dt ANdx + (8y<;5 + 8tAy) dt Ady + (8z¢ + atAz) dt ANdz (363)
+ (0, A4y — 0yAz) dx Ady + (0, A, — 0. A;)dx ANdz + (0,A, — 0. Ay) dz A dy. (3.64)

En analogia con la formulacién electromagnética clasica en términos de un 4-potencial vectorial

-,

(¢, A), donde
E=-V¢—0,4A,  B=VxA. (3.65)
Identificamos los componentes de los campos E y B , de manera que
F=—-FE,dtANdx — E,dt Ndy — E.dt Adz + B,dxz A dy — Bydx A dz + Bydy A dz. (3.66)

Una vez tenemos la 2-forma Faraday, vamos a computar las ecuaciones de Maxwell con la nueva
formulacion, comenzando por la ecuacion homogénea (3.36). El detalle de estos célculos puede
encontrarse en el Apéndice C.

dF = (0;B. + 0, By — Oy E,)dt Ndz Ady — (0:By + 0, Ey — 0. E;) dt Adx A dz (3.67)
+ (¢ By + 0yE, — 0,Ey)dt Ndy ANdz + (0, By + 0yBy — 0.B,)dt ANde Ady =0.  (3.68)
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Como dF = 0, los coeficientes que acompanan a las 3-formas que conforman base tienen que ser
todos nulos. Ademas, usando notaciéon vectorial, se recuperan las ecuaciones (1.2) y (1.3), las leyes
de Gauss para el campo magnético y Faraday, respectivamente:

OB, + 0,E, — 0,E, =0

OBy +0.E, —0,E, =03y < ,B+V xE=0 (3.69)
8By + 0yE, —0.E, =0
8:B, +d,B, — 9.B, <= V-B=0. (3.70)

Por otro lado, la ecuacion (3.34) nos proporciona las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas clasicas.
Para verlo, primero, calculemos xF,

*F =% (—Eydt Nde — Eydt Ndy — E,dt Ndz + B,de Ady — Byde Adz + Bdy Adz)  (3.71)
= E,dy ANdz — Eydx Adz + E,dz Ady + B,dt Adz + Bydt Ady + B,dt A dz. (3.72)

Calculando la derivada exterior, lo cual se hace con detalle en el Apéndice §C, se llega a

dx F =(0E, + 0yBy — 0, By)dt Nde ANdy — (Ot Ey + 0, B, — 0,B,) dt Adx Adz
+ (O4Ey 4+ 0.By — 0yB,) dt Ndy Adz + (0, By + 0yEy + 0.E,)dz Ady Adx.  (3.73)

—

Por otro lado, en analogia con el 4-vector fuente J = (p, J), la 1-forma fuente tiene la forma
J = pdt — Jpdx — J,dy — J.dz, (3.74)
tomando su dual de Hodge,
*xJ = —pdx ANdy Ndz — Jpdt Ady Adz + Jydt Adz Adz — J.dt Adz A dy. (3.75)

Igualando d x F' = xJ, tenemos que los coeficientes que acompanan a las 3-formas base tienen que
ser iguales, por tanto se llega a:

0By + 0.B, — 0,B, = —J,

OBy +0,B. = 0.8, = —J, 0 = V x B =po (J+0E), (3.76)
O + 0, By — 0,8, = —J.
OBy +0yEy +0,E, =p < V-E=p (3.77)

Que son las leyes de Gauss para E y de Ampére, las ecuaciones de Maxwell (1.4) y (1.1) respectiva-
mente. Cabe notar que, para que la suposiciéon de que nos encontramos en un espacio-tiempo plano
(R*,n) sea correcta, se necesita un tensor energia-momento T, tal que las ecuaciones de campo de
Einstein resulten en la métrica de Minkowski, lo cual solamente sucede para A = J = 0, es decir,
en ausencia de fuentes y campos. Esto corrobora el argumento de la secciéon §3.1, que motiva todo
el trabajo.
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4. Aplicaciones y Conclusiones

El formalismo aqui propuesto no representa la realidad fisica al completo, ya que no se tiene
en cuenta la naturaleza cuéntica de la radiacién electromagnética. No obstante, da una descripcion
conjunta consistente de electromagnetismo clasico y gravitaciéon. Una solucién particularmente sim-
ple a las ecuaciones de Einstein-Maxwell se obtiene imponiendo un 4-potencial A = A,dx*, con
A, =(¢,0,0,0) y simetria esférica, llegando a la métrica de Reissner-Nordstrom (4],

2 2\ —1
ds® = — (1 _2M + %) dt* + <1 _ M + %) dr?® 4 r*(d6? + sin® 0 dp?), (4.1)
r r r r
dénde M es la masa de un cuerpo y ) la carga
medida por un observador lejano en reposo. Esta
puede ser usada para describir objetos cargados
en ausencia de rotacion. Para describir cuerpos
cargados en rotacién, existe la métrica de Kerr-
Newman, la cual es méas compleja [4]. Todo esto
es til para modelar estrellas o agujeros negros,
como el de la figura 5.

El estudio del electromagnetismo clasico
mediante formas diferenciales descrito en el pre-
sente trabajo es un buen punto de partida para
el estudio de la amplia gama de teorias de cam-
pos que siguen el mismo formalismo mateméti-
co. Por ejemplo, la teoria de Yang-Mills, que Figura 5: Fotografia del agujero negro Sagitario
surge precisamente como una generalizacién del A* con las lineas de campo de la polarizacion de la
electromagnetismo o la teoria de Chern-Simons 1uz superpuestas, capturada por el Event Horizon
son ejemplos de teorias gauge expresadas ha- Telescope. En ella, se aprecia los intensos campos
bitualmente en términos de formas diferenciales magnéticos en forma de espiral alrededor del borde
sobre variedades [10]. del agujero negro [5].

Ademas, las formas diferenciales nos proveen de una interpretacion geométrica del electromag-
netismo, proporcionando otro punto de vista y ampliando nuestro entendimiento sobre este. En
las palabras de [4], las formas diferenciales iluminan el electromagnetismo y el electromagnetismo
tlumina las formas diferenciales.
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7. Apéndices

A. Demostracion del Teorema 2.29

Figura 6: Visualizacién de las coordenadas nor-
males (2!, 22) para un punto p de una 2-variedad
M. Los vectores 9/0z',0/0z" son cartesianos en
p, va que M es localmente plana.

(a) La métrica en el punto p es la de Minkowski,

En el presente apéndice se demuestra el teo-
rema 2.29, de suma importancia al discutir los
términos de frontera en las ecuaciones de cam-
po de Einstein. Se utiliza para poder aplicar el
teorema, de Stokes-Cartan, el cual es formulado
en términos de formas diferenciales para justi-
ficar que los términos de frontera resultan en
una contribucién nula a la accién en §3.5. La
idea tras esta demostracion es hacer uso de las
coordenadas normales, identificadas en fisica co-
mo las coordenadas del marco de referencia in-
ercial. Sin entrar en la definicién matematica-
mente rigurosa, las coordenadas normales en un
punto p de una variedad Lorentziana (M, g) son
aquellas que son localmente planas en p, y con-
secuentemente verifican:

g,uzl(p) = Nuww = diag(—l, 1,1, 1)-9

(b) Consecuencia del punto anterior es que los simbolos de Christoffel son nulos en p, es decir,

A —
Fuu(p) = 0.

(¢) Que I‘:\w(p) = 0 implica que las derivadas parciales primeras de la métrica son nulas. Para
verlo, partamos de la condicién de compatibilidad de la métrica, es decir, que la derivada

covariante del tensor de la métrica sea cero,

vag;w = aag;w - F?mg)\u - Fé’ygA/L =0 = aag,uu = Fé#g)\y + ngg)\u- (Al)

Vemos que, si evaluamos en el punto p y usamos la propiedad (b), se llega a

0o g (P) = T, (P)grv(p) + T2, (D) gau(p) = 0. (A2)

(d) Para un punto arbitrario p en una 4-variedad Lorentziana siempre se puede encontrar un
conjunto de coordenadas normales en ese punto.

Ahora bien, para demostrar

d'B = —%d* B = V,, (A.3)

vamos a tomar las coordenadas normales en un punto p € M arbitrario donde los b, sean diferen-
ciables y comprobar que ambos lados de la expresion son iguales. Esto facilita los calculos ya que
la derivada covariante en el punto p, donde I‘;\w(p) = 0 y el espacio plano se reduce a la derivada
tipica. Como se puede argumentar lo mismo para todo punto p de la variedad, esto completara la

demostracion.

9Si la variedad fuera Riemanniana, la métrica seria cartesiana.
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Demostracion. Sea (M, g) una variedad Lorentziana. Sea B = b,dz® una 1-forma diferencial. Sea
p € M un punto donde los b, son diferenciables y sean (xq, x1, 2, z3) las coordenadas normales en
p, de manera que g, (p) = N = diag(—1,1,1,1), I’f;l,(p) =0y 0y9u(p) = 0. Calculemos el lado
derecho de la igualdad en p:

(Vba)(p) = (97 V ba) (p) = (97 9pba — T3abr) (p) = 0" Osba(p) (A.4)

b, b by Oy
Oz, Oxy Oxo  Oxs

(A.5)

p
Este es el resultado esperado para un marco de referencia inercial en relatividad especial. Ahora,

veamos el lado izquierdo de la igualdad evaluado en el mismo punto p. Como queremos (xd * B)(p),
comencemos calculando (xB)(p) aplicando la definicién del operador estrella (definicion 2.22).

(xB)(p) = <3|,g’ga0B0ba05305162,33dx51 A dz?2 A d$63> (). (A.6)

Ahora, pasemos a calcular su derivada exterior, segtn la expresion (2.8),

Vgl

(d*B)(p) = [d (ﬂgaOBObaogﬁoﬂlﬂQﬁsdxﬁl Adz® A dlﬁs)] (p) (A7)

0 Vi
= lf)aﬂo (i))’!g’gaofgobaoéigoglgﬁ?,) dz0 A dzP A daz®2 A dx’33] (p). (A.8)

Inspeccionemos con detenimiento la derivada del término entre paréntesis, aplicando la regla de la

cadena.
2 (gl o (Vldgl) o
( 3 Y by ot | = Vo | 9% bae 081626 (A.9)

oure R
Vigl o,
+ T Oxo (g 050) baosﬁoﬁlﬁzﬁe, (A.lO)
9] )
+ TQ‘IOBO% (bay) €801 8285 - (A.11)

Aun falta por aplicar una vez maés el operador estrella. No obstante, como este es lineal y solamente
actua sobre las formas diferenciales, razonemos que va a suceder con cada sumando de esta derivada
al evaluar en el punto p.

(1) El primer sumando se anulara, ya que mediante la regla de la cadena

(), -508) 2

dx0 ~ag \ 3! ) dgr oz
p

~0, (A.12)
p

3!

ya que en las coordenadas normales dg"” /0z"°|, = 0.

2) El segundo sumando también se anulara, va que depende directamente de 9g®b /dx7°. que
( g , ya q P g , q
al evaluar en p se anulara.

(3) El tercer sumando no se anula, ya que recordando g"”(p) = n*" y |n| =1,

1, 9bay

—
31" G

|9l 9
Tgozoﬂo m (bao) €BoB1B283

(p)5,30/31,3253' (A'l?’)

p
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Llamemos c4,g, 8,3, @ la suma de los dos términos que se cancelan al evaluar en p en la expresion
A.11. Entonces podemos escribir,

— g 9b .
(dxB)(p) = (070/3152,33 + 3‘| ‘gaoﬁo 8$a73 5,8061/3253> da?® A da A da2 A dWBJ] (p) (A.14)
19 80 Obas
= (07051/3253 + 31 gaoﬁoa ~o EBoB1B2P3 S (p) (A.15)
[ g Ob,,
= |Crompmme PR d e + 3‘, |ga°5 o Ao oyt 3d”w] (p) (A.16)

Ignoremos el primer sumando, puesto que se cancelara al evaluarse en p. Escribamos el segundo
sumando en términos de la 1-forma diferencial de volumen para facilitar el calculo del dual de Hodge
posteriormente, siguiendo la definicién 2.23.

@gaoﬁo %(5%5152536%515253)&:13 _ \/3|!5?|gaoﬁo % (_3!538 yd"x (A.17)
_ %gaoﬁo gbig 31570 \/\?dn (A.18)
dV4
= g Py, (A.19)
Sustituyendo este resultado en la expresion (A.16), se tiene
(@ BYB) = e s 55 = g S| (). (A.20)

Ahora, calculemos el dual de Hodge, usando que, por definicion, 1 = +dvys y ¢4y8,8,8; (p) = 0,

(sl B)0) = ey 25 5 (') = 7080 T )| 0 (A.21)
= oo (DI (A1) PP T () () = (A22)
— _77&05022%(())(1’)‘ (A.23)
Comparando con la expresion (A.4) para (V% )(p), vemos que
(Vo) () = (— *dx B)(p). (A.24)
Como este argumento es valido para todo punto p € M, esto completa la demostracion O
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B. La invarianza Lorentz implica curvatura nula.

Sea AR(m € Ll una transformacion de Lorentz propia constituida por una rotacion R(7) y
un boost en una direccién arbitraria, A. Sin pérdida de generalidad, descartamos la rotacion y
consideramos el boost de Lorentz para una velocidad i en un sistema de coordenadas cartesiano
{Z,9,2} con z || @, dado por

—B
: (B.1)

v

v

p__75
A, = 0
0

o o2
oo o
- o o o

donde g =v/cyvy=(1- 62)_1/2 son los factores relativistas clasicos. Ahora cabe pregun-
tarse: ;existen otras métricas que no sean de Minkowski que sean invariantes bajo transformaciones
Lorentz? Supongamos que existe tal métrica g,g, la cual debe verificar

gap = Mg s = (AT) g’y = §=ATgA.. (B.2)

Suponiendo una métrica arbitraria, con sus 10 grados de libertad (recordemos que la métrica
es simétrica, gog = gga), la ecuacion B.2 queda como

_—5901+5(/39112—901)+900 —Bg11+B(Bgo1—goo)+go1  —Bgiz+goz  —Bgiz+g03]

-B 1*62 \/1_132 \/1_[32
goo  gor  goz2 903 —Bgoo+B(Bgo1—g11)+go1  —Bgo1+B8(Bgoo—go1)+911  —Bgoztgiz  —Bgost+gis
gor g11 912 913| _ 1-p2 1-p82 V1-52 V1-p?
go2 Gi2 922 Gos| =B912+902 —Bgoztgr2

iy yi 922 923
go3 913 923 933 —Bag13+gos —Bgostgis

i /1-32 [—p2 923 933 |

Igualando término a término, se obtienen 12 ecuaciones para 10 incégnitas que se pueden resolver
usando cualquier programa de calculo simbélico. En nuestro caso, se ha usado la librerfa Sympy para
obtener la solucion

goo = —g11, 911 = 911, 922 = 922, 933 = G33 Y Yo = 0 Va # 3, (B.3)

Lo cual resulta en la métrica.

—goo O O O
. 0 g1 O 0
g = 0 0 g O (B.4)

La forma de esta métrica nos recuerda a la de Minkowski, pero no necesariamente describe
un espacio-tiempo plano, ya que los elementos independientes de la métrica pueden ser funciones
escalares de la posicion, ggx = grwx(xH), para k = 1,2, 3. Para demostrar que esto no puede ser el
caso, recordemos que, por construccion, la métrica ha de ser invariante bajo transformaciones de
Lorentz, esto es:

grm(xla) = gm@(Aaﬁxﬁ) = g,m(aja). (B5)
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La dependencia en z® de las funciones g..(z®) puede ser tnicamente del producto escalar
consigo mismo, es decir gux(z%) = gur(r“xy). Esto es asi porque solamente hay dos tensores no
nulos isotrépicos para el subgrupo de Lorentz propio, esto es, invariantes bajo transformaciones de
Lorentz: la misma métrica g,,,, por construccion, y el tensor completamente antisimétrico €,,,po [16].
Si expandimos gxx en serie de Taylor:

i (%) = grr(0) + Agz® + Baﬁxo‘xﬁ + C’agva:axﬁaﬂ + Dagwxax’gaﬂa:" R (B.6)

Todos los coeficientes tienen que ser invariantes bajo transformaciones de Lorentz, por tanto
tienen que ser contracciones de los tensores g,, ¥ €upo- El término g.(0) es escalar, por tanto
siempre es invariante bajo transformaciones de Lorentz. Los coeficientes con indices impares han
de ser nulos, puesto que no podemos construirlos a partir de g, y €0, Puesto que ambos tienen
un ntimero par de indices. El coeficiente B, solo puede ser la métrica g,g, por tanto el término
resultante Bagaco‘azﬁ es el producto escalar. Ademés, todos los coeficientes que deban incluir el tensor
€uvpo Tesultaran en términos nulos, ya que

Eupet! 2" 2P’ = €pper’ ' aPr’ = e perta’ala’ = —eyppox atal . (B.7)

Intercambiando los indices mudos p <+ v en el término de la derecha de la ecuacion B.7 se llega
a la expresion de la izquierda de la igualdad, por tanto

€upot! T’ xPx? =0 (B.8)

Esto implica que los coeficientes tensoriales de 2n indices Tj,4, 45,...i5, tienen que ser obligatoria-
mente productos tensoriales de n métricas, gi,i,Gisiy - - - Gion_1i0n, QUE al ser contraidos por 2n vectores
g2 ... g resultan en (gaﬁxo‘xﬁ)": potencias del cuadrado de la norma. Todo esto implica que la
dependencia de los elementos de matriz de la métrica debe ser gy (z®) = g,m(gaga:axﬁ ). Pero esto
lleva a una definicién circular, puesto que estariamos usando la métrica para describir los elementos
de la propia métrica, por tanto debemos descartar todos los términos de B.6 excepto la constante
9rx(0). Queda por tanto demostrado que los elementos gy, para K = 1,2,3 son constantes. Para
cerciorarnos de que esta métrica describe un espacio-tiempo plano, podemos calcular el escalar de
Ricci, R, y comprobar

R=0, (B.9)

lo cual es de esperar puesto que el espacio-tiempo descrito es Minkowski con una transformacién
de escala. Por tanto, hemos deducido que de ser validas las transformaciones de Lorentz en un
espacio-tiempo, este debe de ser necesariamente de Minkowski, por tanto, no habra gravedad.
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C. Detalle en el calculo de las Ecuaciones de Maxwell

En este apéndice se detallan los calculos omitidos al calcular la derivadas exteriores en las
ecuaciones de Maxwell en la seccion §3.6. Para la primera ecuacién de Maxwell, calculamos dF,

dF =d(—-E,dt Ndx — Eydt ANdy — E,dt ANdz + B,dz ANdy — Byde Adz + Bpdy Adz.) (C.1)
Usando la derivada exterior en el sistema de coordenadas {¢,z,y, z},

dF = - 0yEydy Adt Ndx — 0, E,dz Adt Adx
— 0 Bydx Ndt ANdy — 0. Eydz Adt Ady
— 0y F.dx Ndt Ndz — Oy E.dy Adt Adz
+ OB, dt ANde Ady 4+ 0,B.dz Adx Ady
— 0yBydt ANdx Ndz — 0y Bydy Adx A dz
+ 0y B,dt ANdy Adz + 9, B,dx Ady A dz.

Usando la propiedad (b) del Lema 2.15, permutamos las 1-formas base que conforman las 3-formas
para que estén en orden dt — dz — dy — dz:

dF = - 0yE dt ANde ANdy — 0. E dt Adx Adz
+ 0y Eydt Ndx ANdy — 0, E,dt Ady A dz
+ 0, E.dt Ndx ANdz + Oy E.dt Ady Adz
+ 0B, dt Ndx Ndy + 0, B,dx Ady A dz
— 0yBydt ANdx ANdz + 0y Bydx Ady A dz
+ 0y B,dt ANdy Adz + 9. B.dx Ady A dz.

Agrupando, llegamos a la expresion:

dF = (0B, + 0, Ey — OyE,)dt Nde ANdy — (0yBy + 0, E, — 0, E;) dt Adx ANdz
+ (0¢By + OyE, — 0,Ey)dt Ndy ANdz + (0, By + 0yBy + 0.B;) dz Ady A dx

Para la segunda, d x F',
dxF =d(EydyANdz — Eyde ANdz + E.de Ady + B.dt Ndz + Bydt Ady + Bpdt Adx).  (C.2)
Nuevamente, aplicando la derivada exterior,

dxF =4+ 0B, dt ANdy Adz + 9, E,dx Ady A dz
— OiEydt ANdx ANdz — Oy Eydy Ndx A dz
+ O E.dt Nde Ndy + 0, E.dz Adx A dy
+ 0;B.dz Adt ANdz + Oy B.dy A dt Adz
+ 0, Bydx Adt ANdy + 0, Bydz Adt Ady
+ 0yBydy ANdt Adz + 0,B,dz Adt A dx.
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Usando la propiedad (b) del Lema 2.15, permutamos las 1-formas base que conforman las 3-formas
para que estén en orden dt — dz — dy — dz:

dx F = 0yE,dt Ndy Adz + 0, E.dx Ady A dz (C.3)
— OiEydt ANdx ANdz + Oy Eydx Ady A dz (C.4)
+ O E, dt Ndx ANdy + 0, E.dz Ady Adz (C.5)
— 0;B,dt Ndz Ndz — 0,B,dt ANdy A dz (C.6)
— 0y Bydt Ndx Ady + 0,B,dt A dy A dz (C.7)
+ 0yB,dt ANdx Ady + 0.B,dt A dx A dz. (C.8)

Agrupando, llegamos a la expresion

d*x F =(0E, + 0yB; — 0,By)dt Nde ANdy — (i By + 0, By — 0.B;) dt ANdx A dz
+ (01Ey + 0.By — 0yB.)dt Ndy Ndz + (0, Ey + OyEy + 0,E,) dz A dy A dz, (C.9)

que es a lo que se deseaba llegar.
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D. Calculos de variaciones explicitos para la accién de Einstein-Hilbert

El objetivo de este apéndice es explicitar los célculos que se han omitido aplicando el principio
de Hamilton a la variacién de Einstein-Hilbert. Se sigue la linea de [10] para el determinante de la
métrica y [4] para el resto de célculos.

D.1. Conexion afin

Para calcular como varia la conexiéon afin con la métrica, consideremos un tensor arbitrario
0Ty, =T,v—"1T,, y calculemos su derivada covariante

VT = O\Tpw — Fpu/\éTp,, — T, 0T (D.1)
Ya que 67}, es una resta, las derivadas J) conmutan con la diferencia 6. Ademas, aplicando

la regla de Leibniz, se tiene que (5(FPH>\T,,,,) = 5FPM>\TPZ, + FPM(STP,,, por tanto podemos expresar la
igualdad anterior como

VT = 6 (g = T To = T, Tup ) + 07\ Ty, — 1%, T (D.2)
= 6 (VATjw) + 017 \ Ty, — 6T, Ty (D.3)

Si en esta expresion se elige como tensor la métrica, es decir T}, = g,,,,, entonces por construccion
Vg = 0y en consecuencia

Vg = +5Fpu>\9pv — 0Ty, Gup- (D.4)

Ahora, es conveniente aplicar el truco de sumar y restar esta cantidad con los indices permuta-
dos, para encontrar

V,Lt(sgu)\ + Vudg/\u - v/\5gul/ - 29)\,05F5u' (D'5)

Si contraemos en ambos lados de la igualdad por la métrica (inversa) ¢**, llegamos a la expresion
deseada,

1
éT‘lljp, = §g>\p (vuégu)\ + szég)\u - V/\ng;w) . (DG)

D.2. Curvatura escalar

Para obtener la variacion de la curvatura escalar con la métrica, partimos del tensor de curvatura
de Riemann, el cual se define como

Ry = 01,y = 0,170 + T T, =T\ T, . (D.7)

Al variar la métrica una cantidad dg,,, la conexién también varfa una cantidad 6T, aunque
calcular esta cantidad no es estrictamente necesario para nuestro propédsito. La variacién es, por
tanto

SRy, = 04017, — 8,017, + 610,17, + T 6T, — 617\ T, . —T* 6", (D.8)

opuv
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Reorganizando los términos y usando la propiedad de los simbolos de Christoffel ng = F%, se
puede observar que esta expresion es la diferencia entre dos derivadas covariantes del tensor 5Fg,y,
esto es:

ORY gy = 0T + T5, 0T, = T 0T, — (9,077, + T, T, = TA,,01%,, ) (D.9)
V0T +T, 077, V0T o+ T, 0T
= V,0T%,, — V,0T7,,. (D.10)

Ahora, usamos la definicién del tensor de Ricci a partir del tensor de Riemann, esto es, contraer
los indices R, = RY op = R3sq PaTA obtener la variacién del tensor de Ricci. En romdn paladino,
ponemos [ = p

§Rgy = V001, — V61" . (D.11)

A su vez, el escalar de Ricci es la contraccion del tensor de Ricci con la métrica, por tanto
obtener su variaciéon implica también tener en cuenta la variacién de la métrica,

R=¢""Ry, = 0R=069""Roy + g”"0 R0y (D.12)

Obtener una expresion para el segundo término requiere del uso de la compatibilidad de la
métrica con la derivada covariante, esto es Vg7 = 0 y de algo de gimnasia con los indices:

9°"0R, = g7V 4 (6T",,) — g7V, (0T*,,) (D.13)
= Vu(g7"oI*,5) = Vi (g77 oI ;) (D.14)
= VM(QUV(;I‘NVU - 90“51—‘1/1/0) (D15)

doénde se ha hecho el intercambio de indices p <+ v en el segundo sumando tras meter la métrica
en la derivada covariante. Finalmente, hemos llegado a la expresién para la variaciéon de la curvatura
escalar en funcién de la variaciéon de la conexién:

R = 5ggl/RaV + vu(gmlér‘uyo - gguéryua) (D16)

Si se desea, se puede usar la formula explicita para dT*,,, la expresion (D.6) y operar en el
segundo sumando del lado derecho de la igualdad (D.16),

V(g7 STy — g75T,0) = Sulg7 0 (Vogr + Vibgrs — Vadgon) (D.17)
— goHsg™N (Vodgur + Vudgre — Vadgou))- (D.18)
Si se contraen las derivadas covariantes con la métrica, la expresion anterior se reduce a
Viu(g??oTH,, — gotol",,) =+ %V’\(Vl’dgu)\ + V7%gr0 — VY0951) (D.19)
- %vo(vamyA + VY6gre — VY0901) (D.20)

Cambiando los indices de cada sumando para que sean iguales, se llega a la expresion
V“(QUV(SFMVO_ - gau(sruyo_) = VUVUQAV(S.Q)\V + vo’v)\(sga/\ =V’ (vag)\y(sg)\l/ + VA(SgO')\> ’ (D21)

que, al ser sustituida en la igualdad D.16, nos permite llegar a la expresion de la variacion del
escalar de Ricci,

R = Ry, 0g°" +V° (VogA”égA,, + V)‘(SgJ)\) (D.22)
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D.3. Determinante de la métrica

Comencemos demostrando que la variacién del determinante de la métrica respecto a la métrica es

ddet(g)

5goP
Vamos a comenzar demostrando que para toda matriz cuadrada A, de dimension d, se tiene det(I;+
€A) = 1+ €Tr(A) + O(e?), dénde I, es la identidad. Sean {Aj1, Az, ..., Aq} los vectores columna

de una matriz cuadrada d x d. Sea {e1,ez,...,eq} la base canonica de R?. El determinante de una
matriz A es una funciéon multilinear de los vectores columna de una matriz,

— —det(g)gas- (D.23)

det: RYx R x -%- x R 5 R (D.24)
(A1,A2,...,Aq) — det (Aq,Az,...,Aq) = det(A) (D.25)

Con esto en mente, podemos escribir
det(I; + €A) = det (e1 + €Aq,e2 + €Aa, ..., eq + €Aq) (D.26)

Con esta interpretacion, expandimos en serie de Taylor alrededor de los vectores {e;} hasta llegar
a términos de orden €

det(I; + €A) =det(eq,e2,...,eq)+
e[det(Aq,ez,...,eq) +det(er, Az, ..., eq) +---+det(er,ez,...,Aq)] + O(?)

Ahora bien, si desarrollamos un determinante del tipo det(eq,...,Aj,...,eq) por la i-ésima colum-
na, tenemos que
det(el, LA ed) = Aiidet(el, e, €i-1,€i41,. .. ,ed) = Aiidet(Id_l) = Ay (D.27)
donde A;; es un elemento de matriz. Finalmente, demostramos el resultado,
d
det(Ig+€A) =1+ €Y Apn+ O(€) = 1+ Tr(A) + O(?) (D.28)
n=1

Este resultado es crucial, porque podemos considerar ahora, para dos matrices cuadradas A y B,

idet(A +eB)| = idet(A)detu +€eA7'B) (D.29)
de e=0 de e=0
= det(A) di [1+ Tr(A™'B) + O(?)] (D.30)
€ e=0
= det(A)Tr(A™'B). (D.31)

Si en este resultado ponemos A,,, = g, la métrica 'y B, = dg,., llegamos a un resultado de amplia
utilidad.

ddet(g) = det(g)Tr(g~"dg) = det(g)g" 59, (D.32)

Cabe destacar que en esta expresion el determinante solo varfa cuando varfa g, y no g*” porque
la métrica y su inversa estan relacionadas. Concretamente, g*”g,,, = n en una n-variedad, y esta
cantidad no cambia con la métrica. Por tanto

n=0 = §(¢"gw) =0 = ¢"09 = —gudg"". (D.33)
En términos de la variacion de la métrica inversa g"”, la variacion del determinante queda

ddet(g) = —det(g)gu 09" (D.34)
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D.4. Lagrangiano electromagnético

El dltimo célculo de este apéndice consiste en obtener la cantidad

OLEM ) (_1

— 128 o
sy = g | g Fu " A > (D.35)

Para ello, vamos a bajar indices con la métrica y tomar sus respectivas variaciones en el denominador
1 pa B e 1 pox vg_ 1 v pox e

o _ZF'ng g Faﬂ - Aug Jo | = _Z uvd Faﬁég - Z uvd Faﬁég - A,LLJa(Sg (D'36)
1 vp Qo 1 v Lo o

= _Z vud F,Bozfsg - Z uv9 Foa,é’ég - Aujaég (D'37)

1
— {_4 (FuFop + FupuFsa) 677 — AuJa} Sgh (D.38)

= [—i (FuyFaB + (_FMV)(_Faﬂ))gyﬁ - AMJOC] (59#04 (D'39>

1
- <_2ng”/3Fa5 - A#Ja> Sghe (D.40)
donde en primer sumando del lado derecho de la igualdad D.36 se han intercambiado los indices
mudos § <> oy <> vy en el paso D.38 se ha aplicado la antisimetria total del tensor de Faraday,
F,, = —F,,. Ahora, para poder calcular el cociente, hacemos otro cambio de indices, concretamente
a <> v, de manera que D.40 queda

1 o v
(—2ng AR5 — A“Jl,) Sgh. (D.41)

Finalmente, obtenemos la expresién deseada,

oL 1 1
S = g et s — Al = 5 FuaF = Ay (D.42)
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